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Stan populacji radionuklidów podlegających rozpadom sekwencyjnym w szeregu uranowo-radowym 

począwszy od radonu-222 

w zapisie matematycznym 

 

Matematyczny zapis stanu populacji radionuklidów występujących w domach i mieszkaniach, gdzie średnie stężenie Rn-222 utrzymuje się na stałym poziomie stanowi 

model, który ujawnia ciekawe relacje pomiędzy poszczególnymi progenami w funkcji czasu. Graficzny obraz tych relacji jest pomocny w optymalnym zarządzaniu 

ryzykiem związanym z narażeniem na wysokoenergetyczne promieniowanie alfa oddziałujące na drogi oddechowe. 

Model utworzono w ten sposób, że dla każdego progenu przygotowano równanie różniczkowe, które rozwiązano uwzględniając ustalone warunki początkowe. 

Obowiązują następujące warunki początkowe:  

Liczebność populacji Rn-222 jest niezmienna w czasie 

Liczebność populacji progenów Po-218, Pb-214, Bi-214, Po-214, Pb-210, Bi-210 oraz Po-210 w chwili początkowej wynosi 0 

Wszystkie modele tego typu budowane są w oparciu o prawo rozpadu, które należy każdorazowo skonsultować z warunkami przewidzianymi dla modelu. 

    
   
  

          

A - radioaktywność/szybkość rozpadu - liczba rozpadów w jednostce czasu (zmiana liczby atomów radionuklidu obserwowana w populacji atomów i odniesiona  

do jednego atomu); N - liczba atomów radionuklidu; λ - prawdopodobieństwo rozpadu w jednostce czasu na atom 
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Radon-222, Rn-222 (1) 

Aktywność Rn-222 pozostaje stała w czasie, ilość atomów Rn-222 również jest stała w czasie. Oznacza to, że  

    
   

  
                             

Niepoprawna byłaby natomiast interpretacja poniższa  

      

  
            

tłumaczona w ten błędny sposób, że jest to zapis braku zmiany ilości atomów radionuklidu w czasie, bowiem zapis ten oznacza równocześnie brak aktywności 

radioizotopu, co nie jest prawdą w rozpatrywanym przypadku. 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: Równanie różniczkowe niejednorodne pierwszego rzędu 

      

  
           

                    

                   

                    

Wyznaczenie stałej całkowania 

                   

Dla warunków początkowych, gdy N=N0 

                                  

                                   

            

Ilość atomów radonu jest stała i równa jego początkowej ilości. 

 

Polon-218, Po-218 (2) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 
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Interpretacja: szybkość rozpadu atomów radionuklidu 2 zależy od bieżącej ich liczebności a ta z kolei zależy od szybkości ich tworzenia oraz od szybkości ich zaniku. 

Szybkość tworzenia atomów radionuklidu 2 jest równa szybkości rozpadu atomów radionuklidu 1.  

Innymi słowy liczebność atomów radioizotopu 2 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 1 i zmniejsza pod wpływem rozpadu radioizotopu 2. 

Tempo rozpadu radionuklidu Rn-222 nie zmienia się w czasie (tzn. nie spada i nie ubywa jego atomów, które uzupełniane są przez stały dopływ Rn-222 do 

przestrzeni). 

Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 

      

  
                   

Utworzenie i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu 

      

  
           

      

     
       

 
      

     
        

               [wprowadzenie stałej całkowania] 

Uproszczenie zapisu przez wprowadzenie w miejsce stałej C innej stałej C (która będzie stanowiła źródło odwołań w dalszej części wywodu). 

                                                                  

Uzmiennienie stałej 

                 

      

  
                       

      

Kolejno: Powrót i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzędu. Podstawienie i wyznaczenie stałej całkowania  
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Wstawianie rozwiązania do uzmiennionej stałej 

      
  
  

        
           

      
  
  

       

Jest to rozwiązanie szczególne równania I rzędu liniowego niejednorodnego. 

 

Suma rozwiązania równania I rzędu liniowego jednorodnego oraz rozwiązania równania I rzędu niejednorodnego szczególnego. 

      
  
  

               

Stałą całkowania wyznaczę z tego warunku, że w chwili t=0 stężenie Po-218 wynosi 0. 

   
  
  

        
      

  
  

       

Stąd ostateczne rozwiązanie 
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Ołów-214, Pb-214 (3) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 

      

  
                   

      

  
    

  
  

                          

      

  
                             

Jest to równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 

Interpretacja: szybkość rozpadu atomów radionuklidu 3 zależy od bieżącej ich liczebności a ta z kolei zależy od szybkości ich tworzenia oraz od szybkości ich zaniku. 

Szybkość tworzenia atomów radionuklidu 3 jest równa szybkości rozpadu atomów radionuklidu 2.  

Innymi słowy liczebność atomów radioizotopu 3 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 2 i zmniejsza pod wpływem rozpadu radioizotopu 3. 

Utworzenie i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu 

      

  
           

      

     
       

 
      

     
        

               [wprowadzenie stałej całkowania] 

Rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego 

               

Uzmiennienie stałej 
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Kolejno: Powrót i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzędu. Podstawienie i wyznaczenie stałej całkowania  

      

  
                   

                      
                        

      

                
     

         
  
  

                        

                                

                                     

               
 

  
       

 

     
             

Wstawianie rozwiązania do uzmiennionej stałej 

                
 

  
       

 

     
                   

                
 

  
 

 

     
         

Jest to rozwiązanie szczególne równania I rzędu liniowego niejednorodnego. 

Suma rozwiązania równania I rzędu liniowego jednorodnego oraz rozwiązania równania I rzędu niejednorodnego szczególnego. 

                         
 

  
 

 

     
         

Stałą całkowania wyznaczę z tego warunku, że w chwili t=0 stężenie Pb-214 wynosi 0. 
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Stąd ostateczne rozwiązanie 

                 
 

  
 

 

     
                   

 

  
 

 

     
         

                
 

  
 

 

     
                   

 

  
 

 

     
         

                
 

  
 

 

     
         

 

  
 

 

     
          

                
 

  
            

 

     
                 

 

Bizmut-214, Bi-214 (4) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 

      

  
                

Interpretacja: szybkość rozpadu atomów radionuklidu 4 zależy od bieżącej ich liczebności a ta z kolei zależy od szybkości ich tworzenia oraz od szybkości ich zaniku. 

Szybkość tworzenia atomów radionuklidu 4 jest równa szybkości rozpadu atomów radionuklidu 3.  

Innymi słowy liczebność atomów radioizotopu 4 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 3 i zmniejsza pod wpływem rozpadu radioizotopu 4. 

Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 

      

  
                   

Utworzenie i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu 
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              [wprowadzenie stałej całkowania] 

Rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego 

               

Uzmiennienie stałej 

                  

      

  
                       

      

Kolejno: Powrót i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzędu. Podstawienie i wyznaczenie stałej całkowania  
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Wstawianie rozwiązania do uzmiennionej stałej 

                   
 

     
 

 

               
        

 

  
 

 

     
  

 

       
         

Jest to rozwiązanie szczególne równania I rzędu liniowego niejednorodnego. 

 

Suma rozwiązania równania I rzędu liniowego jednorodnego oraz rozwiązania równania I rzędu niejednorodnego szczególnego. 

                            
 

     
 

 

               
        

 

  
 

 

     
  

 

       
         

Stałą całkowania wyznaczę z tego warunku, że w chwili t=0 stężenie Bi-214 wynosi 0. 

                
 

     
 

 

               
        

 

  
 

 

     
  

 

       
                

                
 

     
 

 

               
        

 

  
 

 

     
  

 

       
                

                
 

     
 

 

               
  

 

  
 

 

     
  

 

       
  

Stąd ostateczne rozwiązanie 
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Polon-214, Po-214 (5) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 

      

  
                

Interpretacja: szybkość rozpadu atomów radionuklidu 5 zależy od bieżącej ich liczebności a ta z kolei zależy od szybkości ich tworzenia oraz od szybkości ich zaniku. 

Szybkość tworzenia atomów radionuklidu 5 jest równa szybkości rozpadu atomów radionuklidu 4.  

Innymi słowy liczebność atomów radioizotopu 5 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 4 i zmniejsza pod wpływem rozpadu radioizotopu 5. 

Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 

      

  
                   

Utworzenie i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu 

      

  
           

      

     
       

 
      

     
        

              [wprowadzenie stałej całkowania] 

Rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego 

               

Uzmiennienie stałej 
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Kolejno: Powrót i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzędu. Podstawienie i wyznaczenie stałej całkowania  

      

  
                   

                      
                        

      

                
     

                      
 

     
            

 

               
                  

 

  
 

 

     
  

 

       
                        

                      
 

     
                    

 

               
                          

 

  
 

 

     
  

 

       
                          

                     

  
 

     
                    

 

               
                          

 

  
 

 

     
  

 

       
                          

                     

  
 

     
       

 

     
            

 

               
                           

 

  
 

 

     
 

 
 

       
                           

                   

  
 

        
       

 

               
            

 

               
  

 

       
            

 

     
              

 

  
 

 

     
 

 
 

     
 

 

     
           

 

     
             

Wstawianie rozwiązania do uzmiennionej stałej 
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Jest to rozwiązanie szczególne równania I rzędu liniowego niejednorodnego. 

Suma rozwiązania równania I rzędu liniowego jednorodnego oraz rozwiązania równania I rzędu niejednorodnego szczególnego. 

                             

  
 

        
 

 

                       
         

 

  
 

 

     
  

 

               
       

  
 

               
 

 

                      
  

 

  
 

 

     
  

 

               
          

                             

  
 

        
 

 

                       
         

 

  
 

 

     
  

 

               
        

 

               
       

 
 

                      
         

 

  
 

 

     
  

 

               
         

Stałą całkowania wyznaczę z tego warunku, że w chwili t=0 stężenie Po-214 wynosi 0. 
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Stąd ostateczne rozwiązanie 
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Ołów-210, Pb-210 (6) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 

      

  
                

Interpretacja: szybkość rozpadu atomów radionuklidu 6 zależy od bieżącej ich liczebności a ta z kolei zależy od szybkości ich tworzenia oraz od szybkości ich zaniku. 

Szybkość tworzenia atomów radionuklidu 6 jest równa szybkości rozpadu atomów radionuklidu 5.  

Innymi słowy liczebność atomów radioizotopu 6 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 5 i zmniejsza pod wpływem rozpadu radioizotopu 6. 

Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 

      

  
                   

Utworzenie i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu 
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                   [wprowadzenie stałej całkowania] 

Rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego 

               

Uzmiennienie stałej 

                  

      

  
                       

      

Kolejno: Powrót i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzędu. Podstawienie i wyznaczenie stałej całkowania  

      

  
                   

                      
                        

      

                
     

                       

  
 

        
                    

 

                       
                          

 

  
 

 

     
  

 

               

                         
 

               
                         

 

                      
                        

  
 

  
 

 

     
  

 

               
                          



                      dr inż. Sebastian Żywicki                    e-mail: radon@radon-szczecin.pl                           www.radon-szczecin.pl   

16 

 

                        

  
 

        
                    

 

                       
                          

 

  
 

 

     
 

 
 

               
                         

 

               
                        

 
 

                      
                          

 

  
 

 

     
 

 
 

               
                          

                      

  
 

        
 
 

  
       

 

     
            

 

                       
  

 

     
            

 

     
              

 

  
 

 

     
 

 
 

               
  

 

     
            

 

     
             

 

               
  

 

     
            

 

     
            

 
 

                      
  

 

     
            

 

     
              

 

  
 

 

     
  

 

               

  
 

     
            

 

     
              

                      

  
 

           
       

 

                
            

 

                               
           

 
 

                               
             

 

  
 

 

     
  

 

                       
             

 

  
 

 

     
 

 
 

                       
              

 

                       
            

 

                       
             

  
 

                               
            

 

                               
             

   
 

  
 

 

     
  

 

                       
             

 

  
 

 

     
  

 

                       
              



                      dr inż. Sebastian Żywicki                    e-mail: radon@radon-szczecin.pl                           www.radon-szczecin.pl   

17 

 

Wstawianie rozwiązania do uzmiennionej stałej 

                       

  
 

           
       

 

                
            

 

                               
           

 
 

                               
             

 

  
 

 

     
  

 

                       
             

 

  
 

 

     
 

 
 

                       
              

 

                       
            

 

                       
             

  
 

                               
            

 

                               
             

   
 

  
 

 

     
  

 

                       
             

 

  
 

 

     
  

 

                       
                     

                       

  
 

           
 

 

                
        

 

                               
       

 
 

                               
         

 

  
 

 

     
  

 

                       
         

 

  
 

 

     
 

 
 

                       
        

 

                       
        

 

                       
       

 
 

                               
        

 

                               
         

 

  
 

 

     
 

 
 

                       
         

 

  
 

 

     
  

 

                       
         

Jest to rozwiązanie szczególne równania I rzędu liniowego niejednorodnego. 

Suma rozwiązania równania I rzędu liniowego jednorodnego oraz rozwiązania równania I rzędu niejednorodnego szczególnego. 
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Stałą całkowania wyznaczę z tego warunku, że w chwili t=0 stężenie Pb-210 wynosi 0. 
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Stąd ostateczne rozwiązanie 
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Bizmut-210, Bi-210 (7) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 

      

  
                

Interpretacja: szybkość rozpadu atomów radionuklidu 6 zależy od bieżącej ich liczebności a ta z kolei zależy od szybkości ich tworzenia oraz od szybkości ich zaniku. 

Szybkość tworzenia atomów radionuklidu 6 jest równa szybkości rozpadu atomów radionuklidu 5.  

Innymi słowy, liczebność atomów radioizotopu 6 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 5 i zmniejsza pod wpływem rozpadu radioizotopu 6. 

Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 

      

  
                   

Utworzenie i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu 

      

  
           

      

     
       

 
      

     
        

                   [wprowadzenie stałej całkowania] 

Rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego 

               

Uzmiennienie stałej 
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Kolejno: Powrót i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzędu. Podstawienie i wyznaczenie stałej całkowania  
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Wstawianie rozwiązania do uzmiennionej stałej 
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Jest to rozwiązanie szczególne równania I rzędu liniowego niejednorodnego. 

Suma rozwiązania równania I rzędu liniowego jednorodnego oraz rozwiązania równania I rzędu niejednorodnego szczególnego. 

                                   

  
 

              
 

 

                   
        

 

                        
        

 

                        
       

 
 

                                       
        

 

                                       
       

 
 

                                       
        

 

                                       
         

 

  
 

 

     
 

 
 

                               
         

 

  
 

 

     
  

 

                               
         

 

  
 

 

     
 

 
 

                               
         

 

  
 

 

     
  

 

                              
        

 

                               
       

 
 

                               
        

 

                               
        

 

                               
       

 
 

                                       
        

 

                                       
       

 
 

                                       
        

 

                                       
         

 

  
 

 

     
 

 
 

                               
         

 

  
 

 

     
  

 

                               
         

 

  
 

 

     
 

 
 

                               
         

 

  
 

 

     
  

 

                               
         

Stałą całkowania wyznaczę z tego warunku, że w chwili t=0 stężenie Bi-210 wynosi 0. 
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Stąd ostateczne rozwiązanie 
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Polon-210, Po-210 (8) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 

      

  
                

Interpretacja: szybkość rozpadu atomów radionuklidu 8 zależy od bieżącej ich liczebności a ta z kolei zależy od szybkości ich tworzenia oraz od szybkości ich zaniku. 

Szybkość tworzenia atomów radionuklidu 8 jest równa szybkości rozpadu atomów radionuklidu 7.  

Innymi słowy liczebność atomów radioizotopu 8 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 7 i zmniejsza pod wpływem rozpadu radioizotopu 8. 

Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 
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Utworzenie i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego pierwszego rzędu 

      

  
           

      

     
       

 
      

     
        

                   [wprowadzenie stałej całkowania] 

Rozwiązanie równania różniczkowego liniowego jednorodnego 

               

Uzmiennienie stałej 

                  

      

  
                       

      

Kolejno: Powrót i rozwiązanie równania różniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzędu. Podstawienie i wyznaczenie stałej całkowania  
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Wstawianie rozwiązania do uzmiennionej stałej 
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_______________________________________________________________________________ 
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Jest to rozwiązanie szczególne równania I rzędu liniowego niejednorodnego. 

Suma rozwiązania równania I rzędu liniowego jednorodnego oraz rozwiązania równania I rzędu niejednorodnego szczególnego. 
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Stałą całkowania wyznaczę z tego warunku, że w chwili t=0 stężenie Po-210 wynosi 0. 
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Wyraz wolny - ostatecznie 
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Stąd ostateczne rozwiązanie 
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Uszeregowanie wyrazów 
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Ołów-206, Pb-206 (9) 

Formuła matematyczna wyrażająca stan populacji w przestrzeni: 

      

  
       

Innymi słowy liczebność atomów izotopu stabilnego 9 zwiększa się pod wpływem rozpadu radioizotopu 8. 

Równanie różniczkowe liniowe niejednorodne pierwszego rzędu 
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